
TERMIKA VIII

• Maxwellova rovnovážná rozdělovaćı funkce rychlost́ı

• Joule
◦
uv a Thompson

◦
uv pokus pro reálné plyny
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Maxwellova rovnovážná rozdělovaćı funkce rychlost́ı

Maxwellova rychlostńı rozdělovaćı funkce se obvikle odvozuje jako sta-
cionárńı řešeńı Boltzmannovy kinetické/transportńı rovnice. V takovém
p̌ŕıpadě stacionárńı řešeńı odpov́ıda rovnovážnému rozděleńı rychlost́ı. Z
časových d

◦
uvod

◦
u však provedu poněkud pragmatičtěǰsi odvozeńı:

Odvozeńı:

Zaj́ımá nás jak se rozděĺı molekuly (atomy) plynu v závislosti na rychlosti.
Pro tento účel zavedu rychlostńı prostor – v−prostor

Okamžitá rychlost každé molekuly (atomu) bude odpov́ıdat bodu ve
v−prostoru.
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Srážkami se polohy bod
◦
u budou nespojitě měnit, ale jejich hustota bude

v každém ḿıstě stejná protože uvažovaný plyn je v termodynamické

rovnováze.

V d
◦
usledku demokracie směr

◦
u budou polohy všech bod

◦
u rozděleny sféricky

symetricky vzhledem k počátku, t.j., hustota bod
◦
u ve v−prostoru muśı

zaviset jen na |v| ≡ v. Hustotu m
◦
užeme psát jako ϱ(v) = Nf(v) kde:

⊗ N je celkový počet molekul (atom
◦
u) a

⊗ f(v) je hustota pravděpodobnosti s ńı̌z nalezneme molekulu

s rychlost́ı v.

⇒ Počet molekul jejichž rychlost lež́ı v intervalu (v,v+dv) je

dNv = hustota× objem = Nf(v)d3v = Nf(v)dvxdvydvz
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Podobně, počet molekul (atom
◦
u) jejichž rychlosti paťŕı do intervalu

(v, v +dv) je dán vztahem

dNv = hustota× objem = Nf(v)4πv2dv

Po vyděleńı N dostaneme pravděpodobnost dPv (resp. dPv ) toho, že
rychlosti molekul (atom

◦
u) jsou mezi (v,v+dv) (resp. (v, v +dv) )

dPv = f(v)d3v a dPv = f(v)4πv2dv

(J.C. Maxwell, 1860)

Q: Čemu se rovná explicitně f(v)?

A: Předpokládejme, že pravděpodobnosti ve směru x, y a z jsou

dPvx = gx(vx)dvx , dPvy = gy(vy)dvy , dPvz = gz(vz)dvz ,
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V d
◦
usledku demokracie směr

◦
u muśı platit, že gx = gy = gx. Maxwell

p̌redpokládal, že směrové pravděpodobnosti jsou nezávislé (t.j., nap̌r.
pravděpodobnost rozděleńı vx nezáviśı na rozděleńı vy a vz).

⇒ dPv = g(vx)g(vy)g(vz)d
3v ∧ dPv = f(v)d3v

⇒ f(v) = g(vx)g(vy)g(vz)

⇒ log f(v) = log g(vx) + log g(vy) + log g(vz)

Jestlǐze posledńı výraz prodiferencujeme podle vx dostaneme

f ′(v)

f(v)

∂v

∂vx
=

g′(vx)

g(vx)

Nav́ıc, protože v =
√
v2x + v2y + v2z dostáváme

∂v

∂vx
=

vx

v
⇒

f ′(v)

f(v)

1

v
=

g′(vx)

g(vx)

1

vx
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Pravá strana (a tedy i levá) nezáviśı na z, y a tud́ı̌z ani od x.

⇒
g′(vx)

g(vx)
= −αvx ⇒ log g(vx) = −

αv2x
2

+ logA

Takže nakonec dostáváme

g(vx) = A exp

(
−α

v2x
2

)
a podobně

g(vy) = A exp

−α
v2y

2

 , g(vz) = A exp

(
−α

v2z
2

)

⇒ pro f(v) plat́ı

f(v) = A3 exp

−α
v2x + v2y + v2z

2

 = A3 exp

(
−α

v2

2

)
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Pozn I: Konstanta A se urč́ı z normovaćı podḿınky

A
∫ ∞

−∞
exp

(
−
αv2x
2

)
dvx = 1 ∗ ∗ ∗

Na cvičeńı si ukážete, že A =
√
α/2π a α = m/kBΘ, takže

f(v) =

(
m

2πkBΘ

)3/2
e−mv2/2kBΘ

Pozn II: Podobně jako v teorii pravděpodobnost́ı, slouži i zde rozdělovaćı
funkce f(v) k nalezeńı sťredńıch hodnot. Nap̌ŕıklad (viz cvičeńı)

vx ≡ ⟨vx⟩ =
∫ ∞

−∞
vx f(v)d3v = 0

|vx| ≡ ⟨|vx|⟩ = 2
∫ ∞

0
vx f(v)d3v =

√
2kBΘ

πm
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v2x ≡ ⟨vx⟩ =
∫ ∞

−∞
v2x f(v)d3v =

kBΘ

m

Podobně postupujeme i p̌ri výpočtu sťredńıch hodnot funkćı v ≡ |v|. Nap̌r.

v ≡ ⟨v⟩ =
∫ ∞

0
dv
∫

dΩ vv2f(v) =

√
8kBΘ

πm

v2 ≡ ⟨v2⟩ =
∫ ∞

0
dv
∫

dΩ v2v2f(v) =
3kBΘ

m

Pozn: Sťredńı kinetická energie p̌ripadaj́ıćı na jednu molekulu (atom) v
plynu je

⟨Ekin⟩ =
1

2
m⟨v2⟩ =

3

2
kBΘ

Tomuto vztahu se ř́ıká ekvipartični zákon. Ukazuje, že sťredńı kin. energie
p̌ripadaj́ıćı na jednu molekulu (atom) záviśı jen na teplotě.
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Pozn: Maxwellova rozdělovaćı funkce se často formuluje v jazyce hybnost́ı.

V tomto p̌ŕıpadě se j́ı také ř́ıka Maxwell-Bolzmanova rozdělovaćı funkce

a je dána vztahem

f(p) = C exp

(
−β

p2

2m

)
zde β = 1/(kBΘ). Konstanta C se urč́ı z podḿınky ∗ ∗ ∗ a z faktu, že

d3p = m3d3v = m3dv v2dΩ = dp p2dΩ

kde dΩ = sin θdθdφ
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Joule
◦
uv a Thompson

◦
uv pokus pro reálné plyny

Jak jǐz v́ıme v J-T pokusu se protlačuje plynu v adiabaticky izolované

trubici z jednoho poloprostoru (o objemu V1) do druhého (o objemu V2)

p̌rez porézńı p̌repážku. Tlaky p1 a p2 (p1 > p2) jsou udržovány konstantńı.

Z adiabatičnosti procesu ⇒

δQ = 0 ⇒ dU = −pdV = −(p1dV1 + p2dV2)

⇒ U2 − U1 =
∫ 0,V2

V1,0
dU = −

∫ 0

V1
p1dV1 −

∫ V2

0
p2dV2 = p1V1 − p2V2

⇒ U2 + p2V2 = U1 + p1V1 ⇒ H2 = H1

Při J-T pokusu se zachovává entalpie.

D
◦
uležitou charakteristikou J-T pokusu je změna teploty, t.j., (∂Θ/∂p)H
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Matematické intermezzo - metoda Jacobián
◦
u:

Přechody od jedněch nezávisle proměnných k jiným se daj́ı v termodynamických výrazech
výhodně formulovat prosťrednictv́ım metody Jacobián

◦
u. Definujme

∂(X,Y )

∂(x, y)
= det

(
∂X
∂x

∂X
∂y

∂Y
∂x

∂Y
∂y

)
= −

∂(Y,X)

∂(x, y)
= −

∂(X,Y )

∂(y, x)
=

∂(Y,X)

∂(y, x)

Z této definićı nap̌r. dostáváme, že

(
∂X
∂x

∂X
∂y

∂Y
∂x

∂Y
∂y

)
·
(

∂x
∂V

∂x
∂W

∂y
∂V

∂y
∂W

)
=

(
∂X
∂V

∂X
∂W

∂Y
∂V

∂Y
∂W

)
⇒

∂(X,Y )

∂(x, y)

∂(x, y)

∂(V,W )
=

∂(X,Y )

∂(V,W )

⇒
1

∂(X,Y )
∂(x,y)

=
∂(x, y)

∂(X,Y )

Všimněte si, že

∂(X,Y )

∂(x, Y )
= det

(
∂X
∂x

0
∂Y
∂x

1

)
=

(
∂X

∂x

)
Y
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Podobné vztahy plat́ı i pro v́ıce než dvě nezávisle proměnné. Nap̌r.

∗
(
∂Θ

∂p

)
X

=
∂(Θ, X)

∂(p,X)
=

∂(Θ,X)
∂(p,Θ)

∂(p,X)
∂(p,Θ)

= −

(
∂X
∂p

)
Θ(

∂X
∂Θ

)
p

Podobně:

∗∗
(
∂Θ

∂p

)
X

=

∂(Y,X)
∂(p,X)

∂(Y,X)
∂(Θ,X)

= +

(
∂Y
∂p

)
X(

∂Y
∂Θ

)
X

Zafixuju-li Y = p dostávám

∗ ∗ ∗
(
∂Θ

∂p

)
X

=
1(

∂p
∂Θ

)
X

Zobecněńı do v́ıce stupň
◦
u volnosti je p̌ŕımočaré(

∂Θ

∂p

)
X1,X2,...

=
1(

∂p
∂Θ

)
X1,X2,...

zde X1, X2, . . . jsou všechny zbylé proměnné.

!!! Pozor: fixovat X1 samo o sobě nestač́ı, nap̌r.
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(
∂Θ

∂p

)
X1,X2

=

∂(p,X1,Y )
∂(p,X1,X2)

∂(p,X1,Y )
∂(Θ,X1,X2)

=

(
∂Y
∂X2

)
X1,p(

∂(p,Y )
∂(Θ,X2)

)
X1

=

(
∂Y
∂X2

)
X1,p(

∂p
∂Θ

)
X1,X2

(
∂Y
∂X2

)
X1,Θ

−
(
∂Y
∂Θ

)
X1,X2

(
∂p
∂X2

)
X1,Θ

Všimněte si také, že ∗+ ∗ ∗ ∗ ⇒

(
∂Θ

∂p

)
Y

(
∂Y

∂Θ

)
p

1(
∂Y
∂p

)
Θ

=

(
∂Θ

∂p

)
Y

(
∂p

∂Y

)
Θ

(
∂Y

∂Θ

)
p

= −1 !!!

podobně ∗∗ ⇒

(
∂Θ

∂p

)
X

(
∂Y

∂Θ

)
X

1(
∂Y
∂p

)
X

= 1 ⇒
(
∂Θ

∂p

)
X

(
∂p

∂Y

)
X

(
∂Y

∂Θ

)
X

= +1

D
◦
u: Dokažte, že pro palárńı transformaci: x = r cos θ, y = r sin θ plat́ı

∂(x, y)/∂(r, θ) = r

a pro sférickou transformaci: x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ a z = r cos θ plat́ı
∂(x, y, z)/∂(r, θ, ϕ) = r2 sin θ
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Některé jednoduché aplikace: Zobecněný Mayer
◦
uv vztah

CV = Θ

(
∂S

∂Θ

)
V

= Θ
∂(S, V )

∂(Θ, V )
= Θ

∂(S,V )
∂(Θ,p)

∂(Θ,V )
∂(Θ,p)

= Θ

(
∂S
∂Θ

)
p

(
∂V
∂p

)
Θ
−
(
∂S
∂p

)
Θ

(
∂V
∂Θ

)
p(

∂V
∂p

)
Θ

= Cp −Θ

(
∂S
∂p

)
Θ

(
∂V
∂Θ

)
p(

∂V
∂p

)
Θ

použijeme-li vztah (
∂S

∂p

)
Θ

= −
(
∂V

∂Θ

)
p

z druhé serie Maxwellových vztah
◦
u, dostaneme nakonec

Cp − CV = −Θ

(
∂V
∂Θ

)2
p(

∂V
∂p

)
Θ

Podobně, začneme-li ze vztahu Cp = Θ(∂S/∂Θ)p a p̌rejdeme-li k proměnným Θ, V
obdrž́ıme znovu
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Cp − CV = −Θ

(
∂p
∂Θ

)2
V(

∂p
∂V

)
Θ

D
◦
u: dokažte !! Předchoźı vztah jsme si jiz ďŕıve několikrát odvodili. Kolik zp

◦
usob

◦
u

odvozeńı jǐz znate?

Pod́ıl izotermické a adiabatické stlačitelnosti.

εΘ

ε
S

=
− 1

V

(
∂V
∂p

)
Θ

− 1
V

(
∂V
∂p

)
S

=

∂(V,Θ)
∂(p,Θ)

∂(V,S)
∂(p,S)

=

∂(p,S)
∂(p,Θ)

∂(V,S)
∂(V,Θ)

=

(
∂S
∂Θ

)
p(

∂S
∂Θ

)
V

=
Cp/Θ

CV /Θ
= κ

∗ ∗ ∗

Zpět k J-T experimentu. Protože

(
∂H

∂Θ

)
p

= Θ
(
∂S

∂Θ

)
p

= Kp
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metoda Jacobián
◦
u implikuje

∂(Θ, H)

∂(p,H)
=

∂(Θ,H)
∂(p,Θ)
∂(p,H)
∂(p,Θ)

= −

(
∂H
∂p

)
Θ(

∂H
∂Θ

)
p

⇒ −
(
∂Θ

∂p

)
H

=
1

Kp

(
∂H

∂p

)
Θ

≡ λ

Veličina λ (někdy také µJK ) se nazývá diferenciálńı J-T koeficient.

Pozn: Znaménko koeficientu λ (a tedy chlad́ıćı schopnost) záviśı na

znaménku výrazu (∂H/∂p)Θ.

Inverzńı teplota Θi: Je experimentálně pozorovaná kritická teplota pro

kterou plat́ı: jestlǐze p̌red protlačeńım plynu byla teplota Θ1 > Θi, potom

po protlačeńı je teplota za prepážkou Θ2 > Θ1, t.j., plyn se protlačeńım

zaȟŕıvá (λ > 0). Byla-li naopak teplota p̌red p̌repážkou Θ1 < Θi, potom

po stlačeńı je Θ2 < Θ1, t.j., plyn se ochlazuje (λ < 0). Inverzńı teplota

Θi odpovidá teplotě kdy (∂H/∂p)Θ = 0.
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Pozn I: Výraz (∂H/∂p)Θ = 0 m
◦
uže být p̌repsán v jednoduchém tvaru. Ze

vztahu

dH = ΘdS + V dp = Θ

(
∂S

∂p

)
Θ

dp + Θ
(
∂S

∂Θ

)
p
dΘ + V dp

= Θ
(
∂S

∂Θ

)
p
dΘ +

[
Θ

(
∂S

∂p

)
Θ

+ V

]
dp

⇒
(
∂H

∂p

)
Θ

= Θ

(
∂S

∂p

)
Θ

+ V

Nav́ıc z druhé série Maxwellových vztah
◦
u máme(

∂S

∂p

)
Θ

= −
(
∂V

∂Θ

)
p

takže celkově(
∂H

∂p

)
Θ

= −Θ
(
∂V

∂Θ

)
p
+ V = 0 ⇔

(
∂V

∂Θ

)
p

=
V

Θ
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Pro Van der Waals
◦
uv plyn lze ukázat (viz cvičeńı), že

Θi =
2a

Rb

Pozn I: Pro ideálni plyn je (∂H/∂Θ)p = 0 t.j., λ = 0 a tedy IP si p̌ri J-T

experimentu udržuje konstantńı teplotu.

Θi pro některé standardńı plyny

Pozn III: J-T experiment sloužil v ďŕıvěǰśıch dobách jako nástroj ke

schlazovéńı/zkapalňováńı plyn
◦
u. Dnes jsou mnohem efektivněǰśı kriogenńı

metody.
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