TERMIKA VIII

e Maxwellova rovnovazna rozdélovaci funkce rychlosti

e Jouleuv a Thompsonuv pokus pro redlné plyny



Maxwellova rovnovazna rozdélovaci funkce rychlosti

Maxwellova rychlostni rozdélovaci funkce se obvikle odvozuje jako sta-
cionarni reSeni Boltzmannovy kinetické/transportni rovnice. V takovém
pripadé stacionarni reSeni odpovida rovnhovaznému rozdéleni rychlosti. Z
casovych duvodu vsak provedu pon&kud pragmatictgjsi odvozenr:

Odvozeni:

Zajima nas jak se rozdéli molekuly (atomy) plynu v zavislosti na rychlosti.
Pro tento ucCel zavedu rychlostni prostor — v—prostor

Okamzita rychlost kazdé molekuly (atomu) bude odpovidat bodu ve
v—prostoru.



Srazkami se polohy bodu budou nespojité ménit, ale jejich hustota bude
v kazdém misté stejna protoze uvazovany plyn je v termodynamické
rovnovaze.

V dusledku demokracie smé&ru budou polohy viech bodu rozd&leny sféricky
symetricky vzhledem k pocatku, t.j., hustota bodu ve v—prostoru musi
zaviset jen na |v| = v. Hustotu muZeme psat jako o(v) = N f(v) kde:

® N je celkovy pocet molekul (atomu) a
® f(v) je hustota pravdépodobnosti s niz nalezneme molekulu
s rychlosti wv.

= PocCet molekul jejichZ rychlost lezi v intervalu (v,v + dv) je

dNy = hustota x objem = Nf(v)d3>v = Nf(v)dvydv,duv,



Podobng&, pocet molekul (atomu) jejichZ rychlosti patfi do intervalu
(v,v + dv) je dan vztahem

dN, = hustota x objem = N f(v)4nv3dv

Po vydéleni N dostaneme pravdépodobnost dPy (resp. dP, ) toho, Ze
rychlosti molekul (atomu) jsou mezi (v,v +dv) (resp. (v,v+ dv) )

dPy, = f(v)d3v a dP, = f)4nv3dv
(J.C. Maxwell, 1860)

Q: Cemu se rovna explicitné f(v)?

A. Predpokladejme, ze pravdépodobnosti ve sméru x, y a z jsou

dPUx — ggc(vgj)dvx, dP’Uy — gy(vy)d’l}y, dPUZ — gz(vz)d’vz,



V dusledku demokracie smé&ru musi platit, Ze gz = gy = gz. Maxwell
predpokladal, Ze smeé&rové pravdépodobnosti jsou nezavislé (t.j., napt.
pravdépodobnost rozd€leni v, nezavisi na rozdéleni vy a vy).

=  dPy = g(u)g(vy)g(v:)d®v A dP, = f(v)d3v
= f(v) = g(vz)g(vy)g(vz)
= log f(v) = logg(vz) 4 logg(vy) + log g(v2)

Jestlize posledni vyraz prodiferencujeme podle v, dostaneme

f/(’U) ov _ g,(’Uaz)
f(v) Ovg g(vz)

Navic, protoze v = /v2 + fug + v2 dostavame

ov _ va o f(0)1 _ g'(w) 1

dvg v FWv — g(uz) ve




Prava strana (a tedy i leva) nezavisi na z, y a tudiZz ani od =z.

2
av;

—avgy = logg(vz) = — 5

9/(’033) _
g(vz)

+ log A

=

Takze nakonec dostavame

ff' A\ g(vg) Aexp (—a ) a podobneé

N ‘tﬁ@r\) N ‘HGI\)

g(vy) = Aexp (—a ) , g(vy) = Aexp (—a

= pro f(v) plati

2 2 2 2
f(v) = A3 exp (—a% T UQy + vZ) = A3exp (—a%)




Pozn I: Konstanta A se urCi z normovaci podminky

00 2
A/ exp <—wa> dvy, = 1 *xx*x%
—00 2
Na cviCeni si ukazete, ze A = \/a/27 a a = m/kg©, takze

m 3/2 2/2kp©
— —mv B
f(w) (27#@3@) ©

Pozn II: Podobné jako v teorii pravdépodobnosti, slouzi i zde rozdé&lovaci
funkce f(v) k nalezeni stfednich hodnot. Napf¥iklad (viz cviceni)

Uz = (vg) = /_o;vxf(v)d3v = 0

2k 5O

wm

vzl = {(Juz|) = Q/Ooovx F(w)d3v =




W2 = (vg) = /OO v2 f(u)d3v = k5O

Podobné& postupujeme i pfi vypocCtu strednich hodnot funkci v = |v|. Napt.

v = (v) = /Ooodv/dvi2f(v) = BkpO
™m

v2 = <v2> = /Ooodv/deUQ'sz(v) = 3kB9O
m

Pozn: Stredni kineticka energie prtipadajici na jednu molekulu (atom) v
plynu je

1 3
(Ekin) = §m<’02> = §kB@

Tomuto vztahu se rika ekviparticni zakon. Ukazuje, Ze stredni kin. energie
pripadajici na jednu molekulu (atom) zavisi jen na teploté.




Pozn: Maxwellova rozdélovaci funkce se Casto formuluje v jazyce hybnosti.
V tomto pripadé se ji také rika Maxwell-Bolzmanova rozdé&lovaci funkce

a je dana vztahem

p2
f(p) = Cexp (—62—>
m
zde B =1/(kp®). Konstanta C se urcCi z podminky x** a z faktu, ze
d3p = m3d3v = m3dvvidQ = dpp?dQ

kde d€2 = sin 6dfdy



Jouleuv a Thompsonuv pokus pro realné plyny
Jak jiz vime v J-T pokusu se protlaCcuje plynu v adiabaticky izolované
trubici z jednoho poloprostoru (o objemu V7) do druhého (o objemu V5)

prez porézni prepazku. Tlaky p1 a po> (p1 > po) jsou udrzovany konstantni.

Z adiabatiCnosti procesu =

5@ = 0 — dU = —pdV = —(pldvl —|— deVQ)
U U V2 Y AV 2 AV V- v
— — = = — — — —
2 1 /V o v, p1dVy /o pod Vo p1V1 —poVo

= Uo+poVo = Uy +p1Vi = Ho = H;

Pri J-T pokusu se zachovava entalpie.

DuleZitou charakteristikou J-T pokusu je zmé&na teploty, t.j., (0©/0p)y
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Matematické intermezzo - metoda Jacobianu:

Prechody od jednéch nezavisle proménnych k jinym se daji v termodynamickych vyrazech
vyhodné formulovat prostrednictvim metody Jacobianu. Definujme

OX,Y) _ & 5| _ ov.X) _ aX)Y) _ a(Y,X)
z,y) % % ) 0=y ayax)  Ay,a)

Z této definici napr. dostavame, ze

5 o o ox X i
<_ _>( B) = (W) - 2D s oy

ox dy ov. oW ov. oW
1 0
N (z,9)
T T B(X,Y)
o(z,y)

oX,Y) 9X o0\ _ [0X
oY) det<gj 1) N <%>Y

ox
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Podobné vztahy plati i pro vice nez dvé nezavisle proménné. Napr.

9(0.X) G_X)
« (8_6) _ 8(@,X) _ om®e) __ (8P o
— a(n Y)Y  op, — T oX
Op X d(p, X) —88{5; (%)p
Podobneé:
(Y, X) 3_Y>
o (8_@) — X)) _ —|—<ap X
oY, X Y
Op X 8((9,X)) (8@)X

Zafixuju-li Y = p dostavam

0 1
* % %k (8—p) . (@)
X

Zobecnéni do vice stupﬁﬁ volnosti je primocaré

() -
Op X1, X, ... (Q

zde X1, Xo,... jsou vSsechny zbylé promeénné.

o))

11 Pozor: fixovat X1 samo o sob& nestaci, napr.
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Ap.XLY) (3—Y> ( oy >
(8@ _ op,X1,Xo) 0X, X1,p 0X> Xi,p
op o(p,X1,Y) o(p,Y) Jp oY _(9Y
XlaXQ a(e;X17X2) 8(@,X2) Xl 8@ Xl )(2 8X2 Xl e (8 )X]_,X2
VSimnéte si také, Zze x + xxx =

(59,3, - (2.3 ), -+ v

Op

podobné x*x =

), @) = = (2),(2), (), = »

p

Du: Dokazte, ze pro palarni transformaci: £ = rcosf, y = rsinf plati
o(z,y)/0(r,0) = r

a pro sférickou transformaci: x = rsinfcos¢, y =rsinfsing a z = rcosé plati
o(z,y,2)/0(r,0,¢) = r°sind
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Neéktere jednoduché aplikace: Zobecnény /\/Iayerilv vztah

o(S,V)
o = oB) - olSn _ o
0(e,V)
80 )\, 5(0.V) GICND
L), (0,0, _ (6,
zeaep ) o apeaepch_@ap@a@p
oV ov
<3P>e (310)@

pouzijeme-li vztah
oS . oV
ole  \09),
z druhé serie Maxwellovych vztahﬁ, dostaneme nakonec
(8%)°
08 /p
(%)
op o

Podobng&, zaCneme-li ze vztahu C, = ©(05/0©), a prejdeme-li kK proménnym ©,V
obdrzime znovu

C, — Cy = —©
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(),
99 )y,

(#)e

Cp—Cy = —O

Du: dokazte !
odvozeni jiz znate?
Podil izotermické a adiabatické stlacCitelnosti.

—1L (a—V> 2(V,©) a(p,S)
e _  V\), _ 309 2(p.0)
e 1fov) oS T a9
’ VvV \op ) o(p,S) a(V,0)
Xk k ok

Zpéet k J-T experimentu. Protoze

B

(5s), = ©(5s),

Predchozi vztah jsme si jiz dfive nékolikrat odvodili.

Kolik zpusobu
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metoda Jacobianu implikuje

0(©,H OH
0(©, H) _ 8((19,@)) _ (3—29)@ —~ (8_@) _ ! <8H> = A
o(p, H) gg:g% (g%)p Op ) g Kp\9p /g

VeliCina A (n€kdy také p,, ) se nazyva diferencialni J-T koeficient.

Pozn: Znaménko koeficientu A (a tedy chladici schopnost) zavisi na
znaménku vyrazu (OH/0p)e.

Inverzni teplota ©;: Je experimentalné pozorovana kriticka teplota pro
kterou plati: jestlize pred protlaCenim plynu byla teplota ©1 > ©;, potom
po protlaCeni je teplota za prepazkou ©-, > @1, t.j., plyn se protlaCenim
zahtiva (A > 0). Byla-li naopak teplota pred prepazkou ©1 < ©;, potom
po stlaCeni je ©5 < ©1, t.j., plyn se ochlazuje (A < 0). Inverzni teplota
©,; odpovida teploté kdy (0H/9p)g = O.
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Pozn I: VVyraz (0H/0p)g = 0 muZe byt prepsan v jednoduchém tvaru. Ze

vztahu
dH = ©dS + Vdp = @<8—5> dp + @<8_S> do + Vdp
— @(a—s>d@—|— o (%) +v|dp

OH oS
= — = O(—| +V
<8P>@ (819)@

Navic z druhé série Maxwellovych vztahu mame

95\  _ _<<‘9_V)
oo 00/ p
takze celkoveé

(), = o), +v=0 = (), -

O <
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Pro Van der Waalsuv plyn lze ukazat (viz cviceni), Ze

2a

e, = =
Rb

Pozn I: Pro idedlni plyn je (0H/0©)p, =0 t.j., A =20 a tedy IP si pri J-T
experimentu udrzuje konstantni teplotu.

idHe H; N; Ar COg

43 204 607 794 1275

~- ~ N~ N~

schlazovéni/zkapalfnovani plynu. Dnes jsou mnohem efektivngjsi kriogenni
metody.
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